Applications linéaires - Exemples

Aprés avoir étudié successivement (et succinctement)
e les espaces vectoriels,
e les applications linéaires qui relient leurs vecteurs entre-eux,

e puis les matrices qui représentent ces applications linéaires et qui permettent d'effectuer
toutes sortes de calculs...

nous allons a présent voir ce que tout cela donne en pratique, au travers de quelques exemples
simples mais bien concrets.

1 Deérivation d'un polynéme:
La dérivation est une application linéaire.

Considérons |'espace vectoriel constitué par les polyndme degré inférieur ou égal a 2, doté
des lois (+) et (.):

(RQ[Z‘], ‘l—, )
Ro[x] = {ag + a1z + axz?}

prenons comme base B(1,x,z?)



Remarquons que : dim (Ra[x]) =3

2 un vecteur de cet espace vectoriel

soit y(x) =ap+ a1z + azx
y’' € (Ra|x], +,.) muni de la base B'(1, z)

Nous pouvons écrire une application linéaire p: (Ro[z], +,) — (R]z], +, .)
qui a chaque vecteur y(x) fait correspondre une vecteur y'(x)

p(y(z)) = y'(z)

L'application linéaire ¢ peut étre représentée par une matrice M de 3 colonnes et 2 lignes:

/\/l:( m11 M1z Mi3 >

m3i1 M32 7133
Calculons les images par cette application linéaire des vecteurs de la base B3

2 qui sont les vecteurs de la base B

dérivons donc 1 |, z, et =
©(1)=(1)"=0 ce quis'écrit 0 x 1+ 0 x x dans la base B’(1,x), c.a.d: 00
-> ce premier résultat nous fournit le contenu de la premiére colonne de la matrice
o(x)=(x) =1 ce quis'écrit 1 x 140 x z dans la base B'(1, ), c.a.d: 10
-> ce deuxiéme résultat nous fournit le contenu de la deuxiéme colonne de la matrice

o(x?) = (2?) =22 ce qui s'écrit 0 x 1 +2 x z dans la base B'(1, z), c.a.d: 02

-> ce troisiéme résultat nous fournit le contenu de la troisiéme colonne de la matrice



Nous pouvons donc écrire notre matrice de dérivation :
I DRIEED
M _( Bl >
Cela présente ainsi un aspect assez simple pour une dérivation. «Mais voyons « si ca marche »,
utilisons donc cette matrice pour dériver un polynéme :

soit donc y(z) = ap+ a1z + asx? un vecteur de I'espace vectoriel (Ro[x], +,.)

ses composantes sont ag a; as
1, . y ao
on peut |'écrire sous forme d'un vecteur colonne v| a;
az
calculons son image par I'application linéaire ¢ :(c'est a dire le produit matriciel de la matrice
M représentant ¢ par ce vecteur):
ao aop
et 3 Lo 1 0 = O—|—G1—|—O e aq
plv)=M| « _< 0 2> o2 _<O+0+2a2>_<2a2>

ao (5]

[

Le résultat est un vecteur colonnes a 2 composantes exprimé dans la base B'(1, )
ce qui signifie que y'(r) =a1 X 1+ 2a2 X £ = a1 + 2a9x
Ce qui est bien la dérivée du polynéme:

y'(z) = a1+ 2asx



Nous allons maintenant traiter d'autres exemples...
2 Rotation d’angle 6 dans le plan

Ry:R?2 - R2 Re(;j):( z cos 0 + ysin @ >

—xsin @ + y cos 0
En quoi cette application linéaire représente-t-elle une rotation ?

Supposons que ce soit le cas et calculons comment

se transforment les coordonnées. /

Représentons |'espace IR? par un plan muni d'une

B s |

base orthonormée (i, j). Tragons deux vecteurs
v1 et vy , de méme module a faisant entre eux un

angle 6.

lorl|=llvzl|=a

—

U = (a CcOS 041);4— (a sin al)]

n=xi+yj (par hypothese, voir fig. ci-contre)




ve = (acos )i + (asin as)j

o= a1 — 0 (par hypothése)

soit vo =21 + Yo j (voir fig. ci-contre)
on identifie z et ¥ ainsi que x5 et >

T = aCcos a1
Yy = asin o

To=acosaz=acos(a; —0)
y2 =asin as =asin(a; — 0)

Il y a de la simplification a la sauce siacobé coasibé dans I'air...

rappel de trigo:
cos(a —b) =cosacosb+sinasinb
sin(a — b) =sina cosb — cosa sinb

xa2 = acos(ai—0)

a (cos g cos @ + sin o sin 0)

acosaq cosf + asin o sinf

x cos b + ysin 6

y2 = asin(a; —0)

a(sin ap cos @ — cos a1 sin 0)

asin oy cosf — a cos g sinf

ycosf —xsinf



Nous retrouvons effectivement R9< ‘z ):( x cosf + ysinb )

—xsin 6 + y cos 0

(cette application linéaire constitue une écriture bien plus compacte et débarrassée de para-
métres inutiles comme le module de v).

2.1 Matrice de rotation

Cette application linéaire que nous venons de voir peut étre représentée par une matrice, dite
matrice de rotation :

- -

On considére le plan vectoriel IR? orthonormé muni de la base canonique (i, j)

L application linéaire « rotation d’'angle 6 » va de IR? dans IR?.

Un vecteur v a pour expression vy —zi+ yj

Ry(z,y) = (xcosb + ysin@) i + (—zsinf+ ycosb)j

Calculons la matrice de Ry sachant que la base d’arrivée est la méme que celle de départ IR?.

ici « mettons les points sur les i! (ou plutét les petites fleches !!)»

dans cette base IR?, le vecteur i a pour expression z(é) et le vecteur j a pour expression j(é)

on peut aussi les écrire i =1 x i +0 x ; et f:() X741 X 5

Ry(7) :R9<(1)> :< jlcsiil@etroosig:@ >:( _C‘;Snee ) qui s'écrit aussi Ry(i) = (cos0)i + (—sinb) j



Ces coefficients sont ceux qui figureront dans la premiére colonne de la matrice (en couleur).

—

Ro(J) =Ro(3) = Usontytivindy )= iin% ) aui sécrit aussi Ro(j) = (sin) i+ (cos0)

Ces coefficients sont ceux qui figureront dans la seconde colonne de la matrice.
On peut donc maintenant écrire colonne par colonne la matrice de Ry :

Mat<R9>:< cos 6 sin@)

—sint'64 ‘cos:6

2.1.1 Utilisation de cette matrice de rotation:

Soit 171( #3 > un vecteur de Ro

Y1

son image ©5 par la matrice de rotation sera égale au produit matriciel de la matrice de
rotation par ledit vecteur:

. e x o cosf sin6 x
U2—Mat(R9)< yi )_< —sinf cos6 )( yi )

qui est le produit matriciel d'une matrice 2 x 2 (2 lignes et 2 colonnes) par une matrice 2 x 1
(2 lignes et 1 colonne). Coété format, pas de probléme donc. Le résultat sera de format 2 x 1.

Disposons les matrices afin d'effectuer le produit matriciel :

TROU CARRE ( L1 >

cosf sin6 To
—sinf cos6 Yo



Calculons les composantes x5 et 15 de U5 par la méthode des produits scalaires comme nous
avons appris a le faire :

To = x1c080 + y1sind
Yy = x1(—sind) 4+ y;cosh

donc: 05 = (x1cosf + ylsine)?%— (y1cosf — xlsinﬁ)f

C’est bien ce que nous avions trouvé précédemment par le calcul direct des composantes. Si
I'on enléve tous mes commentaires, on voit que la méthode de calcul par les matrices est bien
plus légere que la méthode directe (dés lors que I'on connait la matrice bien siir, mais cette
étape n'est a faire qu'une fois et peut ensuite servir pour des milliers de calculs).

En programmation informatique, de telles matrices se prétent bien a une implémentation
sous forme de fonctions ou plus précisément de méthodes d'un objet, en C++ (ou tout autre
langage orienté objet).
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